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number of least-squares variables to be reduced by 
direct substitution, without recourse to undetermined 
multipliers. Neither of these two methods is in fact 
quite as simple as the application of constraints in the 
Busing-Levy procedure, where the constraints are 
applied to the lattice parameters directly through (for 
example) the simple omission of rows and columns 
from the normal equations matrix. 

Our procedure for refining lattice and orientation 
parameters has some advantages and some disadvan- 
tages (Busing & Levy, 1967c) relative to the Busing- 
Levy procedure. In our procedure the observational 
equations are linear in the parameters, and the refine- 
ment should converge in one cycle, while the Busing- 
Levy procedure may require two or three cycles. (How- 
ever, if in our treatment constraints are to be applied, 
either one must have fairly good preliminary values of 
the parameters or else one must solve the normal equa- 
tions with constraints in successive approximations.) 
The coefficients in our observations are simply the 
integer Miller indices, while in the procedure suggested 
by Busing & Levy the needed coefficients are to be ob- 
tained by numerical differentiation. 

On the other side, in our procedure the observations 
h), k~, l~ are subject in some degree to correlated errors 
because in general all of them for a given reflection 
depend on the same three or four measured angles. 
(Even the angles themselves may be subject to corre- 
lated errors, depending on diffractometer geometry and 
measurement procedure.) However, in the absence of 
constraints the observational equations in the Dix, and 
the normal equations resulting from them, divide into 
three independent sets, the first determining D11,D12, 
D13 from the h), the second D21,D22,D23 from the k}, 
the third D31, D32, D33 from the l}. Within a given set the 
observations are completely uncorrelated and the least- 

squares treatment is completely valid. Such correlation 
of errors as may affect the least-squares refinement in 
cases other than triclinic arises only through the equa- 
tions of constraint, which prevent the equations from 
dividing into independent sets. While the possible ef- 
fects of correlated errors must be borne in mind in the 
use of our procedure, we believe that in nearly all cases 
the loss of accuracy in the refined parameters will be 
small. 

A possible disadvantage of our procedure, relative 
to that of Busing & Levy, is that all three (or four) 
angles must be measured for each reflection. Partial 
information (e.g. Busing & Levy's Type 1 and Type 6 
observations) cannot be used as the basis of refinement 
in our method. Whether this is a severe disadvantage 
will depend on the particular experimental procedures 
employed in the laboratory. 

We are pleased to thank Drs W. A. Busing and H. A. 
Levy for valuable discussion and criticisms. One of us 
(D. P. S.) wishes to thank Dr E. F. Bertaut for the 
hospitality of his laboratory in Grenoble, where most of 
this work was done. 
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Etude de la Sym6trie de Quelques Configurations Magn6tiques par la M6thode de Bertaut 

PAR J. SIVARDIERE 

Centre d'Etudes NuclOaires, COdex n ° 85, Grenoble, France 

(Refu le 5 aofa 1969) 

The representation method of Bertaut is applied to the analysis of spin structures in the following 
ionic compounds: ~-Fe203 and Cr203, UX2 (X=O,S, Se, Te), FeSb204, MnWO4 and hexagonal 
HoMnO3. 

Nous d6crivons dans cette note quelques configura- 
tions magn6tiques par la m6thode de Bertaut (Bertaut, 
1968). Soit Ge le groupe d'espace d'un cristal dans la 
phase ordonn6e magn6tiquement; si l'6nergie est d'or- 
dre 2, la structure peut se d6crire/~ l'aide des fonctions 
de base d'une repr6sentation irr6ductible Fkj de Ge ex- 

traites de l'espace des coordonn6es des moments mag- 
n6tiques de la maille. Nous 6tudions successivement 
les structures magn6tiques des compos6s: 0c-Fe203 
(Dzialoshinsky, 1958) et Cr203 (Corliss & Hastings, 
1964); UX2 (Przystawa, 1967, 1968) (X=O,  S, Se, Te); 
CrCI2 (Wollan, Koehler & Wilkinson, 1959); FeSb204 
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(Gonzalo, Cox & Shirane, 1966); MnWO4 (Dachs, 
Stoll & Weitzel, 1967) et HoMnO3 hexagonal (Koeh- 
ler, Yakel, Wollan & Cable, 1964). 

Pour chaque compos6, nous indiquons le groupe 
d'espace Ge, le site occup6 par les atomes magn6tiques; 
les modes magn6tiques compatibles avec la sym6trie 
de Ge sont class6s suivant les repr6sentations Fkj de 
Ge; k d6signe le vecteur d'onde de la structure, il est 
nul si les mailles chimique et magn6tique sont iden- 
tiques. La classification des modes magn6tiques s'ef- 
fectue par la m6thode de l'op6rateur de projection; 
pour chaque repr6sentation Fkj de Ge, de dimension 
dej, on d6termine les quantit6s: 

Am" = I2FkS"(~ I r~) (gl z,)Sli  k i d  
I1 

m e t  n sont les indices de lignes et de colonnes des 
matrices F~j, ils varient de 1 5. dk~; i=  x, y, z; l'op6ra- 
tion de rotation a d6crit le groupe ponctuel G, r, est 
la translation non enti6re associ6e ~t la rotation ct; 
quand ~ d6crit G, l 'atome (~ I z=) (1) d6crit les positions 
6quivalentes du site (c'est bien l'op6ration (~ I r~) du 
groupe d'espace et non l'op6ration ponctuelle ct, qui 
agit sur le moment magn6tique $1" si k n'est pas nul, 
le moment magn6tique n'est pas invariant par transla- 
tion, il se transforme au contraire comme une onde 
de Bloch); les quantit6s Amn constituent une matrice 
de dimension d~ dont les vecteurs colonnes sont des 
vecteurs de base de la repr6sentation F~, et d6crivent 
des structures magn6tiques compatibles avec la struc- 
ture cristalline (deux vecteurs de base de F~. et F~,~, 
peuvent coexister et ~tre coupl6s par un hamiltonien 

d'ordre 2 seulement si Fej et Fie,j, sont conjugu6es). 
La m6thode de l'op6rateur de projection exige la con- 
naissance des matrices Fkj (c~ I z,) et non seulement de 
leurs traces; si k = 0, on utilise les repr6sentations de G. 

Compos6s de type corindon: a-Fe203 et Cr203 

Le groupe d'espace est R3c, les atomes Fe ou Cr sont 
en position 4(c)" x, x, x; x ,x ,  x; ½+x, ½+x, ½+x;  
½-  x, ½ -  x, ½-  x .  k = 0, on utilise donc les repr6sen- 
tations de la classe 3rn; les notations F, G, C, A d6sig- 
nent les arrangements de moments ( + + + + ) ,  
( + -  +-) ,  (+ + - - ) ,  ( + - -  +). 

Dans le Tableau 1, on indique les modes 61ectriques 

(E) et magndtiques (M); les modes relatifs aux reprd- 
sentations h 2 dimensions Eg et Eu sont perpendicu- 
laires ~t l'axe 3z. Ce Tableau interpr6te les rdsultats 
suivants [on peut l'utiliser aussi pour 6tudier les pro- 
pridtds de FeCO3, MnCO3 (Alikhanov, 1959), CoF3, 
FeF3, CrF3, MoF3 (Wollan et al. 1958, 1959)]: 

- Cr203 est strictement antiferromagndtique (groupe 
magndtique 3'm') et magndtodlectrique. 

-~-Fe203(I) est strictement antiferromagndtique 
mais n'est pas magndtodlectrique. 

-c~-Fe203(II) (T>250°K) admet un faible ferro- 
magndtisme associd au mode A (le groupe magndtique 
2/m correspondant n'est pas magndtodlectrique). 

Nous avons indiqud dans le Tableau 1 les propridtds 
de transformation des composantes azj du tenseur des 
contraintes, qui permettent d'dtudier les couplages 
pidzomagndtiques. 

3m E 

Alg Gz 

A2g Az 

Alu C~ 

A2u Fz 

Eg G ±Cx 

Eu F.A . 

Tableau 1. Structures magndtiques de c~-Fe203 et Cr203 
G~ oupe 
magn6- ~ 

M(~m) tique M(3'm') M(~'m) Exemples 
Cz ~m Gz Az 

Fz ~m' Az Gz 

Gz ~" m" Cz Fz Cr203 

Az ~" m Fz Cz o~-Fe203(l) 

FlAx G±Cj. F_LAx ~-Fe203(II) 

GIC. F±Aj. G.C± 

(Txx "~- {Tyy :, {Tzz 

~ x x  - -  O'yy 
- -  2 ~ x y  

~'yz 
- -  ~Tzx 

Tableau 2. Structures magndtiques des composds UXE 

p _ 4 _  m m  
n 

Groupe 
M magn6tique Exemples 

Alg, k=000 

A 1 u, k = 000 

Alg, k=00½ 

A:u,k=00½ 

Fz p4  mrn 
n 

Az p_4 re'm" AI: UOTe, UBi~ t~t 

4 
F z  P2e- mm AIII: UP2, UAs2, USb2 

n 

Az P2e-4- m'm" All: UOS, UOSe 
n 
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Dans les solutions solides (1 -x )Cr203 .  xFezO~, les 
moments magnOtiques sont ordonnOs suivant des struc- 
tures hOlicoidales ou cycloidales, le vecteur de propaga- 
tion k est parall6le ~t l'axe ternaire (Cox, Takei & 
Shirane, 1963); la symdtrie de telles configurations peut 
8tre 6tudiOe par la mOtlaode de Bertaut (Bertaut, 1969). 
Nous nous bornerons aux remarques suivantes, rela- 
tives au cas off x est petit (hOlice): 

(1) Les vecteurs k = [ 0  0/] et - k  se d6duisent l 'un 
de l'autre par l'opOration d'inversion, donc le groupe 
ponctuel G~ est le groupe 32; par suite de cette rOduc- 
tion de symOtrie, les sous-rOseaux 1,3 et 2,4 ne sont 
plus 6quivalents. Effectivement le dOphasage entre les 
moments de ces sous-rOseaux n'est pas dOtermin6 par 
la symOtrie, mais par les seules interactions magnO- 
tiques. 

(2) La structure hOlicoidale admet une composante 
Gz (k=0)  et une composante tournante perpendicu- 
laire ( k ¢  0); ces deux composantes ne sont pas coup- 
16es par un hamiltonien d'ordre 2 puisqu'elles se trans- 
forment dans des reprOsentations diffOrentes, on vOrifie 
qu'elles sont perpendiculaires. 

Compos~s d'uranium du type UXz 

Le groupe d'espace est P~mm, les atomes U sont en 
position (2c): 0,0,5; k, k, z. F et A d6signent les con- 
figurations (+  +)  et (+  - ) .  Dans le Tableau 2, on in- 
dique les modes obtenus pour k = [0 0 0] et [0 0 k]; les 
repr6sentations Fkj correspondantes sont r6elles de 
dimension 1 (le vecteur k =  [0 0 k] est en effet perpen- 
diculaire aux translations non enti6res de P4,mm) 
(Sivardi~re, 1969), on peut donc d6crire la structure 
par un groupe magn6tique sans r6duction de sym6trie. 

Une th6orie microscopique introduit des configura- 
tions de vecteurs de propagation k = [k k 0] ou [k ½ k]. 
Ces vecteurs sont invariants dans le groupe ponctuel 
~mm, les repr6sentations Fk3" correspondantes ne sont 
pas r6elles de dimension 1; pour d6crire les structures 
par un groupe magn6tique (P4mm ou P2c4mm), il faut 
supprimer les ~16ments ayant une translation non en- 
ti6re parall~le ~ k: on retrouve le fait que les r6seaux 
de Bravais (0, 0, z) et (k, k, 5) ne sont plus corr616s. 

Structure-magn~tique de CrCI2 

Le groupe d'espace est Pnnm, les atomes Cr en posi- 
tion 2(a)" 0, 0, 0 et k, k, k. Le vecteur k = [0, k, k] est 
invariant dans le groupe ponctuel. On d6termine les 
repr6sentations Fky du groupe d'espace par la m6thode 
d'identification d'Olbrychski (Olbrychski, 1963) (Tab- 
leau 3). Les matrices A~ satisfont les relations: 

A~ = - A 2 = A ] = I  
AxA2 = - A2A1 
A1A3 = A3A1 
A2A3 = A3A2 

Tableau 3. ReprOsentations du groupe Pnnm pouJ 
k=[0 k k] 

El6ment de Matrice 
Pnnm repr6sentative 

,000) 

I1 existe deux reprOsentations de dimension 1: l'une 
paire Feg et l'autre impaire Feu par rapport ~t l'inver- 
sion. T laisse le site 2(c) invariant, donc seule joue Fkg. 
Les modes magnOtiques sont" 

Sz~/ \Saul \Sial. 
On observe expdrimentalement ($1 - S2)zy. Le groupe 

magnOtique est p2Z  
m 

Structure magn~tique de FeSb4Oz 

Le groupe d'espace est p4Z be, les atomes de fer sont 
m 

en position 4(d): k0¼;  k0¼;  0k¼;  Ok¼. k = [ 0 0 0 ]  

4 
on utilise donc les reprOsentations de la classe - -  mm. 

m 

Les modes magnOtiques sont classOs dans le Tableau 4. 
On vOrifie ici la supOriorit6 de la mOthode de Bertaut 

sur la mOthode des groupes magnOtiques. Le dia- 
gramme de diffraction neutronique indique la prOsence 
de modes AxGuCz ou AxCyGz. Le premier modble, 
plus vraisemblable d'apr~s des mesures d'effet MOss- 
bauer (Varret, Imbert, Gerard & Hartmann-Boutron,  
1968), est celui qui exige le mOlange de deux reprOsen- 
tations seulement Eu et B~g, et par suite (semble-t-il) 
la rOduction de symOtrie la plus faible: la classe mag- 
nOtique est orthorhombique (222 ou 2mm) car on doit 
supprimer ]" (Eu est impaire et Bw paire) et l'axe 4 
(Eu est de dimension 2). Les groupes magnOtiques cor- 

Tableau 4. Structures magndtiques compatibles avec let sym~trie de FeSb204 

Fj (4mm ) A2g Azu Big Blu Eg Eu 

F Modes magnOtiques Fz Az Cz G~ (-C) xu G 
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respondants sont isomorphes de Pba2, ou Pmc21, ou 

P21212(sous-groupes de P42-bc de classe 2ram ou 222). 
m 

(On arrive, en consid6rant le second mod61e possible, 
aux m~mes groupes magn6tiques orthorhombiques, 
bien qu'il faille m61anger les trois repr6sentations B~u, 
Eg, Eu.) En fait Eu est r6ductible pour 222 ou 2mm: 
E u=2A; Blg=A';  les 616ments du groupe magn6tique 
ont le m~me caract~re dans A e t  A', d'ofl le groupe 
magn6tique trivial Pb21m (,-, Pmc2a). 

Structure magn6tique de MnWO4 

Le groupe d'espace est P2/c, les atomes de Mn sont 
en position 2(f):  ½, y, ¼ et ½, .9, ¼; k = [¼ ½ 5] (la pos- 
sibilit6 de structures non h61icoidales avec des vecteurs 
k de coordonn6es # 0, ½ a 6t6 signal6e par Alexander). 
Les vecteurs k et - k  forment une 6toile, Gk = 2u/mzz; 
les repr6sentations de Gk sont de dimension 1, donc 
toute repr6sentation de P2/c pour k=[¼ ½ 5] est de 
dimension 2. 

Pour d6terminer les matrices d'une telle repr6senta- 
tion, on peut utiliser une m6thode d'identification. 
D'apr~s la th6orie de l'induction (Tableau 5) A1 est 

diagonale, A2 n'est pas diagonale, A3=(~)__u/.) . kes 
\ / 

matrices A~ doivent satisfaire les relations: 
A2 2 _  2 _  = - A 2 - A  3 - - I  

AIA2 = -AEA1; A1A3=AaA1; A2A3 = -A3A2 . 

Tableau 5. Reprdsentations du groupe P2/c pour 
k=[¼½51 

E16ment Matrice 

de p2 representative 
C 

i 0 
(ell00) A3= ( 0 - i )  

D6signons par 3 et 4 les atomes se d6duisant de 1 et 
2 par la translation (e I 100). Nous obtenons les modes 
suivants par la m6thode de l'op6rateur de prqiection: 

(81-S4)-i(82~-S3) ] [(Slq-S4)A-i(S2-S3)] 
-(S1-4-S4)'4-i($2-$3)]xz [(s1-s4)+i($2.4-$4)J y .  

La structure magn6tique propos6e par Dachs et coll. 
est donc compatible avec la sym6trie: si les composan- 
tes x et z de la structure satisfont le module 3, la com- 
posante y satisfait le mod$1e 4. 

Structure magn~tique de HoMnO3 hexagonal 

Le groupe d'espace est P6cm, les atomes Mn en posi- 
tion 6(c): z=  0 (les atomes sont num6rot6s 1, 2, 3 dans 
le plan z = 0 ;  4, 5, 6 dans le plan z=½); les atomes 
Ho I e t  Ho I I en  position 2(a)" (0, 0, z); (0, 0, z+5)  et 
4b" 5, :~,z; ~ , I , z ;  ½,~,Z+5;  ~,½, Z+ 1. 

R et T d6signent des modes triangulaires radiaux ou 
tangentiels, N le mode de Nedlin (1965) (Slx+S2~+ 

S3u), (l'indiee est a ou zc suivant que $4 = _+ $1). Les 
modes magn6tiques sont rassembl6s dans le Tableau 6. 

On observe exp6rimentalement Ro (YMnO3, 
HoMnO3 h 4,2°K) ou RoT~ (HoMnO3 b. 77°K, 
ScMnO3, ErMnO3, TmMnO3, LuMnO3). Dans le pre- 
mier cas, la sym6trie est P6'cm'; dans le second cas, 
Pm. Aucun ferromagn6tisme n'est compatible avec les 
modes R~ ou To, comme l'a ddjh remarqu6 Nedlin 
(Nedlin, 1965). 

Dans HoMnO3 (Koehler et al., 1964) on observe 
vers 50°K une transition brutale To-+ R~, n6cessaire- 
ment du premier ordre d'apr~s le th6orie de Landau. 
A basse temp6rature, un ferromagn6tisme apparait 
dans HoMnO3 (Veyret, 1965), vraisemblablement dfi 
b. l 'holmium (il en est de m~me dans ErMnO3 et 
YbMnO3, non dans YMnO3 et LuMnO3). Le Tableau 6 
ne fournit aucune explication simple de ce ferromag- 
n6tisme; en particulier son apparition n'est pas li6e 
la rotation T~--+ R~ [le m6canisme est donc diff6rent 
de celui observ6 dans TbFeO3, HoFeO3 ou YbFeO3 
p6rovskites (Peyrard & Sivardi~re, 1969)], ni h une 
impuret6 de Mn304 ferrimagn6tique (Tc=42°K) (Ber- 
taut, Mercier & Pauthenet, 1964, 1965). Il faut doric 
conclure ~ une r6duction de sym6trie. 

Conclusion 

Les exemples de structures magn6tiques examin6s ci- 
dessus montrent l'int6rat de la m6thode macroscopique 
de Bertaut; si le groupe d'espace du compos6 6tudi6 est 
connu dans l'6tat ordonn6 (compte tenu de la d6for- 
mation qui accompagne parfois la transition mag- 
n6tique), cette m6thode permet une 6num6ration syst6- 
matique et exhaustive des structures magn&iques pos- 

Tableau 6. Structures magnOtiques possibles de HoMnO3 hexagonal 

F: Mn Ho I Ho II 

A l T~ Az P6cm 
Az R~ Fz Fz Fz P6c'm" 
Bl Ro Az Az Gz P6" cm" 
92 Ta Cz P6" c'm 
E1 FxyaNa Fzy Fxy Axu 
E2 Fzy~N,t Azy Gz,j Cxu 
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sibles pour un vecteur de propagation donn6 (fourni 
par l'exp6rience de diffraction neutronique). 

On peut ainsi r6examiner toutes les structures mag- 
n6tiques connues: ou bien une structure magn6tique 
est compatible avec la structure cristallographique, ou 
bien elle est ~t 61iminer. 

Notons enfin qu'ind6pendamment de cet aspect g6o- 
m&rique, la m&hode de Bertaut permet d'&udier les 
couplages physiques responsables de l'6tablissement 
des structures magn&iques non colin6aires, de pr6ciser 
les couplages possibles entre sous-r6seaux magn&iques. 
Elle souligne le lien entre les structures magn&iques et 
cristallographiques; elle est particuli6rement int6res- 
sante dans les cas de transitions magn&iques succes- 
sives (mais contrairement h la th6orie de Landau, elle 
ne fournit aucun renseignement sur la nature des tran- 
sitions magn&iques). 

Consid6rons par exemple les fluorures KFeF3, 
KCoF3, KNiF3 (Scatturin, Corliss, Elliott & Hastings, 
1961) de structure p6rovskite id6ale; dans la phase anti- 
ferromagn&ique (mode G, k=[½ ½-~-]) ils restent cu- 
biques, il ne peut exister de faible ferromagn&isme f. 
Au contraire KMnF3 (Heeger, Beckman & Portis, 
1961), de m~me structure h haute temp6rature, est 
orthorhombique (Pbnm) dans la phase ordonn6e, il 
peut donc exister un faible ferromagn&isme (on ob- 
serve successivement les modes Gu et Gzfx). RbFeF3 
(Testardi, Levinstein & Guggenheim, 1967) est cubique 
dans la phase paramagn6tique; ~t 102°K, il devient 
quadratique et strictement antiferromagn6tique (la 
structure est vraisemblablement Gz); h 87 °K, il devient 
faiblement ferromagn6tique, et on observe effective- 
ment une d&ormation orthorhombique; enfin 5. 45 °K, 
l 'aimantation change de direction, et la sym6trie de- 
vient monoclinique. 

Je remercie Monsieur le Professeur E. F. Bertaut 
de ses conseils. 
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Some Molecular Compton Profiles 
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Several calculations of atomic Compton profiles have shown that this physical property is very sensitive 
to the choice of the wave functions used to characterize the scattering system when calculating its kinetic 
energy as well as the mean values of its momentum and radius of charge distribution. The same method 
related to Dumond theory was applied to the case of molecules isoelectronic with neon and argon atoms. 
The results obtained give useful information about the charge distribution in the scattering system. 

Introduction 

Many authors (Bonham, 1965, 1967; Tavard & Roux, 
1965; Kilby, 1965; Cornille, 1967; Bartell & Gavin, 

1964; Bonham & Cox, 1967) have shown how useful 
the scattering effects are for studying physical proper- 
ties such as total and kinetic energies of scattering 
systems which are special cases of (r  n) and ( p n )  


